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Uvod
Cilj ovog rada je teoriju grupa, koja se cˇesto u literaturi prikazuje na apstraktan nacˇin,
vizualizirati pomoc´u Rubikove kocke. A to je moguc´e ucˇiniti upravo zahvaljujuc´i cˇinjenici
da skup svih moguc´ih pokreta na Rubikovoj kocki cˇini algebarsku strukturu grupe. Tu
strukturu nazivamo grupom Rubikove kocke i oznacˇavamo s GR.
Prije nego se pokazˇu neke metode slaganja Rubikove kocke, u radu c´e biti izlozˇene
osnove teorije grupa koje su potrebne za razumijevanje njene interpretacije na Rubikovoj
kocki.
Iako je glavni cilj proucˇiti Rubikovu kocku u kontekstu grupe Rubikove kocke, prvi dio
rada c´e dati neka objasˇnjenja vezana uz kombinatoricˇke zadatke s Rubikovom kockom.
Svakome tko je pokusˇao slozˇiti Rubikovu kocku, zasigurno je prosˇlo kroz glavu pitanje:
Koliko je moguc´ih kombinacija rasporeda kockica na Rubikovoj kocki? Upravo na to
pitanje c´emo pokusˇati odgovoriti u drugom poglavlju.
Vazˇno je napomenuti da kombinatorika Rubikove kocke i grupa Rubikove kocke nisu
dva nepovezana pojma. Upravo je broj moguc´ih stanja Rubikove kocke kardinalitet grupe
Rubikove kocke.
Svrha ovog rada je prikazati postupak slaganja Rubikove kocke algoritmima iza kojih
stoji teorija grupa. Ali, Rubikova kocka nije jedina igracˇka na kojoj se mozˇe uocˇiti grupa.
Naime, skup svih poteza na igracˇki 15-puzzle takoder ima sva svojstva grupe. Ta tvrdnja
c´e se opravdati u cˇetvrtom poglavlju.
Prije nego krenemo na zanimljiv put duzˇ matematicˇke strane Rubikove kocke, izlozˇit
c´emo neke zanimljivosti iz povijesti Rubikove kocke, a kako je nemoguc´e raspravljati o
grupi Rubikove kocke bez da saznamo nesˇto o njenoj strukturi, u iduc´em poglavlju c´e biti
rijecˇ i o arhitekturi Rubikove kocke.
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Poglavlje 1
Osnovno o Rubikovoj kocki
1.1 Povijest i arhitektura Rubikove kocke
Iako vec´ina ljudi nije nikada organizirano ucˇila slagati Rubikovu kocku, gotovo svi su cˇuli
za nju i znaju ponesˇto o njenoj povijesti. Razlog tome je sˇto je Rubikova kocka ne tako
davno bila novost u svijetu igracˇaka. Mogli smo cˇitati o njoj iz popularnih cˇasopisa i kupiti
njene kopije u gotovo bilo kojoj trgovini igracˇaka.
Rubikova kocka je prvi put pusˇtena u proizvodnju 1975., godinu dana nakon sˇto ju je
profesor na arhitektonskom fakultetu u Budimpesˇti, Erno˝ Rubik osmislio kao pomagalo za
svoje studente. Prvotna svrha Rubikove kocke bila je povezana s rjesˇavanjem strukturalnog
problema pomicanja dijelova koje nec´e utjecati na stabilnost odredenog mehanizma. Tada
profesor Erno˝ Rubik nije ni nasluc´ivao njen znacˇaj u svijetu matematike.
Rubikova kocka (kao i svaka kocka) ima sˇest strana koje oznacˇavamo odgovarajuc´im
slovima (podrazumijevamo da kocku stalno drzˇimo u istoj orijentaciji, koja je definirana
bojama nepomicˇnih srednjih ”kockica”):
F = prednja strana kocke (eng. Front),
B = strazˇnja strana kocke (eng. Back),
U = gornja strana kocke (eng. Up),
D = donja strana kocke (eng. Down),
R = desna strana kocke (eng. Right),
L = lijeva strana kocke (eng. Left).
Slika 1.1. prikazuje oznake pojedinih strana Rubikove kocke.
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Slika 1.1: Strane Rubikove kocke
Na svakoj strani Rubikove kocke je devet manjih kocki. Zbog toga nam se cˇini kao da
se Rubikova kocka sastoji od 27 manjih kocki. Medutim, ako rastavimo kocku, mozˇemo
vidjeti da sredisˇnja mala kocka – zapravo ne postoji.
Razlikujemo tri vrste malih kocki:
1. sredisˇnje (ima ih 6),
2. bridne (ima ih 12) i
3. vrsˇne (ima ih 8).
Polozˇaj malih kocki mozˇemo promijeniti na dva nacˇina: tako da rastavimo kocku i
ponovno ju sastavimo ili tako da napravimo potez na kocki. Zanimljivo je da ako kocku
rastavimo i ponovno sastavimo, vjerojatnost da c´e se ona nakon toga moc´i slozˇiti potezima
iznosi samo 112 ili tek nesˇto visˇe od 8 posto. Objasˇnjenje ove tvrdnje mozˇe se procˇitati u
iduc´em poglavlju. Ako Rubikovu kocku ne rastavljamo vec´ ju izmijesˇamo samo potezima
– ona se uvijek mozˇe slozˇiti (ocˇigledno, jer ako bismo zapamtili poteze koje smo izveli,
izvodenjem istih poteza unatrag vrac´amo se u pocˇetno stanje).
1.2 Potez na Rubikovoj kocki
Intuitivno je jasno sˇto smatramo potezom na Rubikovoj kovki. Medutim, vrlo je vazˇno
precizno definirati pojam osnovnog poteza na Rubikovoj kocki.
Definicija 1.2.1. Osnovni potez na Rubikovoj kocki je zaokret jedne od njenih strana za
pravi kut u smjeru kazaljke na satu (gledano prema toj strani).
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Osnovnih poteza na Rubikovoj kocki ima 7. Radi laksˇeg razvoja teorije, vazˇno je uvesti
oznake osnovnih poteza. Oznake 6 osnovnih poteza odgovaraju oznakama za odredene
strane kocke. Oznake su sljedec´e:
F = okret prednje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
B = okret strazˇnje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
U = okret gornje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
D = okret donje strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
R = okret desne strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
L = okret lijeve strane kocke za pravi kut u smjeru kazaljki na satu.
Primjer 1.2.2. Promotrimo jedan osnovni potez na Rubikovoj kocki: F. Nakon njega kocka
izgleda ovako:
Postoji josˇ jedan osnovni potez a to je neutralni potez, odnosno potez u kojemu nismo
pomicali kocku.
Definicija 1.2.3. Za potez na Rubikovoj kocki kazˇemo da je neutralan ako njegovim izvodenjem
nije promijenjen izgled kocke. Neutralni potez oznacˇavamo s I.
Sada c´emo definirati osnovne suprotne poteze.
Definicija 1.2.4. Osnovni suprotni potez na Rubikovoj kocki je zaokret jedne od njenih
strana za pravi kut u smjeru obrnutom od smjera kazaljke na satu.
Osnovne suprotne poteze oznacˇavamo na sljedec´i nacˇin:
F−1 = okret prednje strane kocke za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na
satu.
B−1 = okret strazˇnje strane kocke za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na
satu.
U−1 = okret gornje strane kocke za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na
satu.
D−1 = okret donje strane kocke za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na
satu.
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R−1 = okret desne strane kocke za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na
satu.
L−1 = okret lijeve strane kocke za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na
satu.
Sada mozˇemo definirati opc´i potez na Rubikovoj kocki.
Definicija 1.2.5. Potez na Rubikovoj kocki je konacˇan niz osnovnih i osnovnih suprotnih
poteza.
Potez na Rubikovoj kocki zapisujemo kao slijed slova koja oznacˇavaju neki od osnov-
nih ili osnovnih suprotnih poteza. Primjerice, potez UDL oznacˇava ovu radnju na kocki:
prvo napravimo potez U, zatim potez D i na kraju potez L.
Primjer 1.2.6. Promotrimo jedan opc´i potez na Rubikovoj kocki: RU. Taj potez je sas-
tavljen od dva osnovna poteza: poteza R i poteza U. Promotrimo kako Rubikova kocka
izgleda nakon poteza RU:
Sada mozˇemo i definirati opc´i suprotni potez na Rubikovoj kocki.
Definicija 1.2.7. Potez X−1 na Rubikovoj kocki je suprotan potezu X ako vrijedi XX−1 = I.
Primjer 1.2.8. Primijetimo: F−1 je i prema definiciji opc´eg suprotnog poteza, suprotan
potezu F. To mozˇemo vidjeti i uz pomoc´ prethodnog primjera. Nakon sˇto je na kocki
primjenjen potez F, mozˇemo primjeniti potez F−1. Sada c´e vrijediti za X = F sljedec´e:
XX−1 = I.
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Tocˇnije, kocka c´e se nakon poteza FF−1 ponovno vratiti u pocˇetno stanje:
Primjer 1.2.9. Primijenimo na kocki sljedec´i potez: FRUR−1U−1F−1. Nakon toga kocka
c´e izgledati ovako:
Ako na kocki izvodimo visˇe istih osnovnih poteza X za redom, tj. n puta izvodimo
potez X, to zapisujemo kao Xn.
Primjer 1.2.10. Izvedimo na kocki potez F dva puta za redom. Taj potez zapisujemo ovako:
F2.
Primjer 1.2.11. Izvedimo na kocki potezR3 i onda vratimo kocku u pocˇetni polozˇaj. Nakon
toga izvedimo potez R−1. Sˇto primjec´ujemo? Kocka ima isti izgled nakon poteza R3 kao i
nakon poteza R−1. To pravilo vrijedi za bilo koji osnovni potez X.
Teorem 1.2.12. Neka je dan osnovni potez X na Rubikovoj kocki. Vrijedi: X3 = X−1.
Primjer 1.2.13. Izvedimo na kocki potez R4. Primijetimo da kocka izgleda jednako kao i
prije poteza R4. To pravilo vrijedi za bilo koji osnovni potez X.
Teorem 1.2.14. Neka je dan osnovni potez X na Rubikovoj kocki. Vrijedi: X4 = I.
Korolar 1.2.15. Za svaki osnovni potez X i svaki n ∈ N je Xn = Xn mod 4. Drugim rijecˇima,
za osnovne poteze nema potrebe razmatrati Xn za n < {−1, 0, 1, 2, 3}.
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1.3 Svojstva suprotnih poteza
U ovom odlomku iskazat c´emo dva vrlo vazˇna svojstva suprotnih poteza. Ona c´e nam
pomoc´i u rjesˇavanju nadolazec´ih zadataka, ali i pruzˇiti nam uvid u nesˇto puno vazˇnije
- teoreme vezane uz grupu Rubikove kocke mozˇemo dokazivati ”naivno”, bez razvijene
teorije povezane s teorijom grupa, a mozˇemo ih i dokazivati ”aksiomatski”, sˇto c´e biti
prikazano u iduc´im poglavljima. U ovom odlomku c´emo dati dva ”naivna” dokaza.
Prvo svojstvo je intuitivno jasno: suprotan potez suprotnog poteza je originalan potez.
Iskazˇimo precizno taj teorem.
Teorem 1.3.1. Neka je dan osnovni potez X na Rubikovoj kocki. Vrijedi: (X−1)−1 = X.
Dokaz. Prema definiciji suprotnog osnovnog poteza, rijecˇ je o okretu jedne od strana kocke
za pravi kut u smjeru suprotnom od smjera kazaljki na satu. Izvrsˇimo X−1.
Sada suprotni potez od tog poteza visˇe nije osnovni suprotni potez. Koristimo definiciju
opc´eg suprotnog poteza zadanog poteza Y: YY−1 = I. Mi trazˇimo potez Y−1 za zadani potez
Y = X−1 koji smo vec´ izvrsˇili.
Kako zˇelimo da izgled kocke bude isti kao i prije izvrsˇavanja poteza Y = X−1 (tj. da
stanje bude I), ocˇito je da potez koji moramo napraviti je onaj osnovni potez kojemu je
potez Y bio suprotan, dakle moramo izvrsˇiti potez X. Iz toga slijedi: (X−1)−1 = X.

Iako smo definirali suprotni potez, iz same definicije nije odmah jasno kako c´emo za
dani (opc´i) potez X odrediti njegov suptrotan potez X−1. Primjerice, ako nam je zadan
potez X = LUDF, znamo li iz definicije odrediti X−1? Naravno da je odgovor negativan.
Ali upravo zato c´e nam biti korisno drugo svojstvo suprotnih poteza do kojeg c´emo doc´i u
ovom odlomku
Primjer 1.3.2. Primijenimo na kocki pokret LUDF. Jedna strana kocke izgleda kao na
sljedec´oj slici.
Primijenimo sada na tako dobivenu kocku sljedec´i potez: F−1D−1U−1L−1. Primijetimo
da c´e nakon tog poteza kocka biti u pocˇetnom stanju.
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Teorem 1.3.3. Neka je dan potez na Rubikovoj kocki X = Y1Y2, pri cˇemu su Y1 i Y2 osnovni
potezi. Tada je njegov suprotni potez dan s: X−1 = Y2−1Y1−1.
Primijetimo da pravilo prethodnog teorema mozˇemo zapisati i na ovaj nacˇin:
(Y1Y2)−1 = Y2−1Y1−1
Dokaz. Pretpostavimo da smo vec´ izvrsˇili potez X tj. potez Y1 pa zatim potez Y2. Nakon
sˇto smo izvrsˇili te poteze, zˇelimo dokazati: (Y1Y2)(Y1Y2)−1 = I, tj. zˇelimo nakon poteza
Y1Y2 doc´i do pocˇetnog stanja kocke (tj. zˇelimo da nasˇe radnje odgovaraju potezu I).
Doista, ako prvo izvedemo potez Y2−1 ucˇinit c´emo suprotan potez zadnjem potezu, tj.
zadnji potez, potez Y2 c´e se ”ponisˇtiti”.
Zatim c´e na kocki biti stanje kao tek nakon poteza Y1. Ako sada ucˇinimo potez suprotan
potezu Y1, dakle potez Y1−1, zbog pravila iz definicije Y1Y1−1 = I, kocka c´e ponovno biti u
pocˇetnom stanju. Dakle, vrijedi: X−1 = Y2−1Y1−1. Time je tvrdnja dokazana.

Iskazˇimo prethodni teorem na opc´enitoj razini, tj. za potez X = Y1Y2...Yn−1Yn.
Teorem 1.3.4. Neka je dan potez na Rubikovoj kocki X = Y1Y2...Yn−1Yn. Tada je njegov
suprotni potez dan s: X−1 = Yn−1Yn−1−1...Y2−1Y1−1.
Pravilo prethodnog teorema mozˇemo zapisati i na ovaj nacˇin:
(Y1Y2...Yn−1Yn)−1 = Yn−1Yn−1−1...Y2−1Y1−1
Ovaj teorem se jednostavno dokazˇe pomoc´u prethodnog teorema i korisˇtenjem mate-
maticˇke indukcije.
Primjer 1.3.5. Odredimo poteze suprotne sljedec´im potezima:
1. FDL−1,
2. URU−1L−1
Rjesˇenje:
1. (FDL−1)
−1
= LD−1F−1,
2. (URU−1L−1)
−1
= LUR−1U−1

Poglavlje 2
Kombinatorika
2.1 Broj stanja Rubikove kocke
Kada govorimo o kombinatorici i Rubikovoj kocki, najcˇesˇc´e mislimo na broj moguc´ih
stanja Rubikove kocke. Pri tome je jako vazˇno uzimamo li u obzir samo stanja koja se
mogu dobiti potezima na Rubikovoj kocki ili i stanja koja se mogu dobiti rastavljanjem i
ponovnim sastavljanjem kocke.
Za pocˇetak c´emo izracˇunati broj svih stanja Rubikove kocke (ukljucˇujuc´i ona koja
mozˇemo dobiti samo rastavljanjem i ponovnim sastavljanjem kocke). Vazˇno je razlikovati
vrsˇne i bridne kockice. Pitamo se na koliko nacˇina mozˇemo rasporediti vrsˇne, odnosno
bridne kockice. Da bismo odgovorili na to pitanje, moramo poznavati pojam permutacije
skupa kao i pravilo produkta.
Definicija 2.1.1. Neka je n ∈ N i neka je dan n-cˇlani skup S . Permutacija skupa S je svaka
uredena n-torka cˇlanova skupa S .
Primjer 2.1.2. Uzmimo za primjer skup S = {1, 2, 3}. Jedna od permutacija skupa S je
uredena trojka (3,2,1).
Iduc´i teorem govori o broju permutacija na zadanom skupu.
Teorem 2.1.3. Broj permutacija n-cˇlanog skupa je n!.
Primjer 2.1.4. Broj permutacija 3-cˇlanog skupa je 3! = 6. Primjerice, za 3-cˇlani skup
{1, 2, 3}, sve permutacije su sljedec´e: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).
Sada je jasno da vrsˇne kockice na Rubikovoj kocki, kojih ima 8, mozˇemo rasporediti
na 8! nacˇina, dok bridne, kojih ima 12, mozˇemo rasporediti na 12! nacˇina. Primijetimo
da srednje kockice ne mozˇemo premijesˇtati jer su fiksne. Nadalje, vrsˇne kockice mozˇemo
okrenuti na 3 nacˇina a bridne na 2.
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Pitanje je na koliko ukupno nacˇina mozˇemo rasporediti sve kockice na Rubikovoj kocki
tocˇnije, koliko iznosi broj svih moguc´ih stanja na Rubikovoj kocki.
Da bismo mogli odgovoriti na to pitanje, vazˇno je poznavati pravilo produkta:
Teorem 2.1.5. Neka su dani n,m ∈ N i n-cˇlani skup A te m-cˇlani skup B. Slijedi da je broj
elemenata Karetezijevog produkta A × B jednak m · n.
Prethodni teorem lako se poopc´i i na Kartezijev produkt konacˇno mnogo konacˇnih
skupova
Dakle, ukupno imamo 12!8!38212 nacˇina za odabrati pocˇetno stanje Rubikove kocke.
Primijetimo da je rijecˇ o broju reda velicˇine 1020.
Sada se pitamo koliki je broj stanja Rubikove kocke koja su moguc´a bez rastavljanja
kocke. Ocˇito je da je rijecˇ o manjem broju. Potrebno je od broja svih moguc´ih stanja kocke
oduzeti stanja koja se mogu dobiti samo rastavljanjem i ponovnim sastavljanjem kocke.
Rezultat je broj koji je reda velicˇine 1019 i iznosi 43 252 003 274 489 856 000.
Primjer 2.1.6. Mozˇemo se zapitati koji je broj moguc´ih stanja ”Rubikove” kocke n×n×n.
Ocˇito je da vrsˇnih kockica ima jednako kao i kod originalne kocke. Dakle, vrsˇne kockice
mozˇemo rasporediti na 8! nacˇina. Ova kocka ima n− 2 bridne kockice za svaki brid kocke,
dakle ukupno ima 4(n − 2) bridnih kockica (jer dva brida brojimo dva puta). To znacˇi da
bridne kockice mozˇemo rasporediti na 4(n − 2)! nacˇina. Vrsˇne kockice mozˇemo, kao i u
originalnoj kocki okrenuti na 3, a bridne na 2 nacˇina. Zakljucˇujemo da ukupno imamo
8!4(n − 2)!3824(n−2) nacˇina da odaberemo pocˇetno stanje ”Rubikove” kocke n × n × n.
2.2 Bozˇji broj 20
Josˇ jedan zanimljivi kombinatoricˇki rezultat vezan je uz pojam ”Bozˇji broj ”. ”Bozˇji broj”
iznosi 20, a njegovo znacˇenje lezˇi u iskazu sljedec´eg teorema.
Teorem 2.2.1. Najmanji broj poteza potreban da se slozˇi Rubikova kocka (bez obzira na
pocˇetno stanje) iznosi 20.
Vrlo je vazˇno napomenuti da u ovom poglavlju pod pojmom potez na Rubikovoj kocki
podrazumijevamo okret jedne od strana kocki. Tako je primjerice B jedan potez, ali isto
tako je i B2 jedan potez. Takoder, zbog jednostavnosti, u ovom poglavlju c´emo naglasˇavati
kada je rijecˇ o opc´em potezu na Rubikovoj kocki, tocˇnije, opc´i potez koji nije osnovni
potez (niti je potez u smislu gornje napomene) nazivat c´emo nizom poteza.
Zanimljivo je sˇto iako postoji priblizˇno 43 bilijardi moguc´ih stanja kocke, dovoljna su
nam samo 20 poteza da ju iz bilo kojeg stanja slozˇimo, tj. dovedemo u pocˇetno stanje.
Medutim, to ne zna napraviti niti jedan cˇovjek te se broj 20 zapravo odnosi na najmanji
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broj koji je racˇunalu (ili ”Bogu”) dovoljan da slozˇi kocku. Od tuda i naziv ”Bozˇji broj”.
Istaknimo ovdje da to ne znacˇi da je za svako stanje kocke to istih 20 poteza.
Namec´e se jedno vrlo zanimljivo pitanje — kako je moguc´e znati da ”Bozˇji broj”
iznosi upravo 20, tocˇnije — kako glasi dokaz prethodnog teorema?
Odgovoru na to pitanje mozˇemo se priblizˇiti ako zavirimo u samu povijest otkrivanja
”Bozˇjeg broja”, odnosno cˇinjenice da on iznosi 20.
Osobe koje su zaduzˇene za dolazˇenje do slutnje da ”Bozˇji broj” iznosi 20, nisu ”odjed-
nom” dosˇle do tog broja, vec´ su mu postepeno ”konvergirale”. Prvi korak prema slutnji
da je ”Bozˇji broj” jednak 20 dogodio se 1980. godine, kada se zakljucˇilo da je taj broj
zasigurno vec´i ili jednak 18. Do tog zakljucˇka se dosˇlo na temelju promatranja svih bitno
razlicˇitih nizova poteza na Rubikovoj kocki koji se sastoje od 17 ili manje poteza. Usta-
novilo se da takvih nizova ima manje nego svih moguc´ih stanja kocke. Iz toga direktno
slijedi da je ”Bozˇji broj” strogo vec´i od 17, dakle zasigurno je vec´i ili jednak 18.
Logicˇni korak dalje prema otkrivanju ”Bozˇjeg broja” je svakako, otkrivanje gornje gra-
nice za taj broj. Vec´ godinu dana nakon otkric´a da je ”Bozˇji broj” vec´i ili jednak broju 18,
Morwen Thistlethwaite dokazuje da je taj broj zasigurno manji ili jednak 52. Zatim, 1995.
godine Michael Reid dokazuje da je ”Bozˇji broj” manji ili jednak 29. Iste godine, on do-
kazuje da ”Bozˇji broj” iznosi najmanje 20. Dakle, u tom trenutku je poznato (i dokazano)
da se ”Bozˇji broj” nalazi izmedu brojeva 20 i 29. Konacˇno, 2010. godine Tomas Rokicki,
Herbert Kociemba, Morley Davidson i John Dethridge dokazuju da je ”Bozˇji broj” i manji
ili jedan 20, dakle iznosi tocˇno 20.
Napomenimo da cˇinjenica da ”Bozˇji broj” iznosi tocˇno 20 ne znacˇi da je za svako
stanje kocke potrebno tocˇno 20 poteza da bi se dosˇlo do rjesˇenja, vec´ to znacˇi da nam je
potrebno 20 ili manje pokreta (ocˇito, jer ako primjerice zamislimo stanje kocke koje je
nastalo nakon poteza R na vec´ slozˇenoj kocki, znamo da je dovoljan samo jedan potez za
vrac´anje u slozˇeno stanje, tj. potez R−1, dakle, svakako je u tom slucˇaju potrebno manje od
20 poteza.)
Mozˇemo se zapitati kako je moguc´e provjeriti za svih priblizˇno 43 bilijardi moguc´ih
stanja kocke mogu li se rijesˇiti u 20 ili manje poteza.
Algoritam je sljedec´i:
1. 43 252 003 274 489 856 000 stanja kocke raspodijelimo u 2 217 093 120 skupova
stanja tako da svaki skup sadrzˇi 19 508 428 800 razlicˇitih stanja kocke;
2. reduciramo broj skupova stanja kocke koje c´emo promatrati, koristec´i simetricˇnost
nekih stanja; novi broj skupova stanja kocke iznosi 55 882 296;
3. promatrat c´emo ona rjesˇenja za pojedino stanje koje sadzˇi 20 ili manje poteza, a
nec´emo trazˇiti optimalno rjesˇenje;
4. napisˇemo program za takvo rjesˇavanje kocke;
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5. pokrenemo program; za izvrsˇavanje programu je potrebno priblizˇno 35 CPU godina.
Razlog provedbe prvog koraka algoritma je programerske prirode, tocˇnije rijecˇ je o
strategiji ”podijeli pa vladaj” koja se cˇesto koristi u pisanju programa (ili algoritama), a u
ovom primjeru pogoduje memorijskoj ogranicˇenosti racˇunala koje c´e morati izvrsˇiti pro-
gram. Naime, rijecˇ je o strategiji u kojoj zadani problem dijelimo na visˇe manjih, istovjet-
nih problema koje nam je pojedinacˇno laksˇe rijesˇiti.
Mozˇda najzanimljivije od svih pitanja vezanih uz ”Bozˇji broj” je sljedec´e: Koje je
stanje kocke najtezˇe za rijesˇiti?
Pri pokusˇaju odgovora na ovo pitanje, moramo se prisjetiti da kada govorimo o ”Bozˇjem
broju”, ne govorimo o ”ljudskim” algoritmima za rjesˇavanje kocke (o kojima je u ovom
diplomskom radu uglavnom rijecˇ), vec´ govorimo o rjesˇavanju Rubikove kocke pomoc´u
racˇunala, tj. programa.
Pokazalo se da je gore opisanom programu najtezˇe bilo rjesˇiti stanje kocke koje je
nastalo ovim nizom poteza iz pocˇetnog stanja kocke: F U−1 F2 D−1 B U R−1 F−1 L D−1 R−1
U−1 L−1 U B−1 D2 R−1 F U2 D−1. Opisano stanje kocke prikazano je sljedec´om slikom i
poznato je pod nazivom superflip - sve vrsˇne kockice su na mjestu i pravilno okrenute, a
sve bridne su na mjestu, ali izvrnute.
Naravno, sam opis stanja nas zapravo upuc´uje i na rjesˇenje (dovoljno je odrediti inverz
niza poteza). Primjetimo da broj poteza, ocˇekivano, iznosi 20.
Poglavlje 3
Grupa Rubikove kocke
3.1 Osnovno o grupi Rubikove kocke
Neka je A neki neprazan skup. Algebarska struktura na A je taj skup zajedno s binarnom
operacijom na A, tj. funkcijom ∗ s A × A u A.
Definicija 3.1.1. Za algebarsku strukturu (A, ∗) kazˇemo da je grupa ako vrijede sljedec´a
svojstva:
1. asocijativnost:
(∀ X,Y,Z∈ A) (X ∗ (Y ∗ Z) = (X ∗ Y) ∗ Z);
2. egzistencija neutralnog elementa:
(∃ I∈ A) (∀ X ∈ A) (X ∗ I = I ∗ X = X);
3. egzistencija inverznog elementa:
(∀ X∈ A) (∃ X−1 ∈ A) (X ∗ X−1 = X−1 ∗ X = I).
Neka je G skup svih poteza na Rubikovoj kocki, a ∗ uzastopno izvodenje poteza. Uzas-
topno izvodenje poteza ocˇigledno je asocijativno, neutralni potez I zadovoljava svojstvo
neutralnog elementa, a teorem 1.3.4 garantira invertibilnost svakog poteza unutar G.
Vazˇno je uocˇiti kako svojstvo komutativnosti ne vrijedi.
Primjer 3.1.2. Pokazˇimo kontraprimjerom da operacija ∗ uzastopnog izvodenja poteza
nije komutativna. Pretpostavimo da je kocka u pocˇetnom (slozˇenom) stanju. Izvedimo
potez RD. Sada kocka izgleda kao na sljedec´oj slici.
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Izvedimo sad (ponovno na slozˇenoj kocki) potez DR. Kocka izgleda kao na sljedec´oj
slici.
Uocˇavamo da ne vrijedi RD = DR.
Uocˇimo: slaganje Rubikove kocke ne bi bilo izazovno kada bi vrijedilo svojstvo ko-
mutativnosti. Naime, tada bi bilo dovoljno prebrojati izvodenje svakog osnovnog poteza i
izvesti ih do iduc´eg visˇekratnika broja 4.
Grupu (G, ∗) nazivamo grupom Rubikove kocke i skrac´eno oznacˇavamo s GR. Kako
bismo mogli odrediti red grupe GR, najprije ponovimo definiciju reda grupe.
Definicija 3.1.3. Red grupe (A, ∗) je broj elemenata skupa A.
Sada je jasno da smo vec´ ranije u radu naveli red grupe GR. Naime, rijecˇ je o broju svih
moguc´ih poteza na Rubikovoj kocki koji priblizˇno iznosi 43 · 1018.
Sada c´emo definirati pojam reda elementa grupe.
Definicija 3.1.4. Neka je dana grupa (A, ∗) i neka je I neutralni element iz te grupe. Za
proizvoljni element X definiramo red elementa X kao najmanji pozitivni cijeli broj m za
koji vrijedi: Xm = I, pri cˇemu Xm oznacˇava produkt od m elemenata X.
U kontekstu Rubikove kocke, red elementa grupe GR oznacˇava red poteza na kocki
tocˇnije, oznacˇava broj koliko je puta dovoljno ponoviti neki potez da bi se izgled kocke
vratio u pocˇetno stanje (u stanje prije prvog uzastopnog izvrsˇavanja tog poteza).
Kako mozˇemo znati da taj broj za proizvoljan opc´i potez X, uopc´e postoji? To nam
garantira sljedec´i teorem.
Teorem 3.1.5. Red svakog elementa konacˇne grupe je konacˇan.
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Dokaz. Neka je dana konacˇna grupa (A, ∗) i neka je X proizvoljan element iz te grupe.
Zˇelimo dokazati da je red tog elementa konacˇan. Kako je skup potencija {Xm : m ∈ Z}
podskup skupa A, te eksponent m prolazi po svim elementima skupa Z koji je beskonacˇan
skup, mora vrijediti: Xa = Xb, za neke a, b ∈ Z takve da vrijedi a < b. Onda je Xa−b = I,
pa slijedi da X ima konacˇan red.

Ocˇito je da je grupa GR konacˇna, tj. da ima konacˇan broj elemenata. Drugim rijecˇima,
uocˇavamo da za svaki potez na Rubikovoj kocki vrijedi da ako ga ponovimo dovoljan broj
puta, kocka c´e se opet vratiti u pocˇetno stanje.
Strogi dokaz svojstava suprotnih poteza
Kao sˇto smo najavili u prvom poglavlju, svojstva suprotnih poteza koje smo dokazali na
”naivan” nacˇin, dokazat c´emo i aksiomatski. Kako smo u prethodnom poglavlju precizno
definirali grupu GR, tek sada je moguc´e dati stroge dokaze.
Teorem 3.1.6. Neka je dan osnovni potez X na Rubikovoj kocki. Vrijedi: (X−1)−1 = X.
Dokaz. Potez (X−1)−1 je suprotan potez poteza X−1. Tocˇnije, (X−1)−1 je inverzni element
elementa X−1 grupe GR. Prema definiciji inverznog elementa grupe, vrijedi:
X−1(X−1)−1 = I. (1)
Sada promotrimo X−1 kao inverz elementa X grupe GR. Vrijedi:
X−1X = I. (2)
Izjednacˇavanjem lijevih strana jednakosti (1) i (2), imamo:
X−1(X−1)−1 = X−1X.
Slijedi:
(X−1)−1 = X,
sˇto je i trebalo dokazati.

Dokazˇimo sada drugo svojstvo suprotnih poteza.
Teorem 3.1.7. Neka su dani potezi X i Y na Rubikovoj kocki. Vrijedi: (XY)−1 = Y−1X−1.
Dokaz. Element (XY)−1 je inverz elementa XY , tj. vrijedi:
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XY(XY)−1 = I. (3)
Takoder, potez Y−1 je inverz elementa Y i vrijedi:
YY−1 = I.
Primjenjujuc´i svojstva grupe GR kao i prethodni teorem na gornju jednakost, imamo
redom:
XYY−1 = XI.
XYY−1X−1 = XIX−1.
XYY−1X−1 = IXX−1.
XYY−1X−1 = II.
XYY−1X−1 = I. (4)
Izjednacˇavanjem lijevih strana jednakosti (3) i (4), imamo:
XY(XY)−1 = XYY−1X−1
Iz cˇega slijedi svojstvo koje smo i trebali dokazati:
(XY)−1 = Y−1X−1.

3.2 Ciklusi
Do sada smo rjesˇenja zadataka na Rubikovoj kocki promatrali kao niz osnovnih poteza,
odnosno rjesˇenje jednog zadatka je bio jedan opc´i potez. Medutim, potez na Rubikovoj
kocki mozˇemo promatrati iz josˇ jedne perspektive. Naime, potez mozˇemo shvatiti kao
zamjenu kockica. Promotrimo potez kao permutaciju kockica u iduc´em primjeru.
Primjer 3.2.1. Potez U kockicu koja se nalazi na gornjem prednjem desnom vrhu Rubikove
kocke premjesˇta na gornji prednji lijevi vrh kocke. Zatim, taj potez premjesˇta kockicu koja
se prije poteza nalazila na gornjem prednjem lijevom vrhu kocke na gornji strazˇnji lijevi
vrh, a kockica koja se prije poteza nalazila na tom vrhu, nakon poteza se nalazi na gornjem
strazˇnjem desnom vrhu. Takoder, potez je premjestio i kockicu iz gornjeg strazˇnjeg desnog
vrha u gornji prednji desni vrh. Uz pretpostavku da je kocka prije potezaU bila u pocˇetnom
(slozˇenom) stanju, efekt poteza mozˇemo vidjeti na sljedec´oj slici.
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Premjesˇtanje kockica opisano u prethodnom primjeru zapravo prikazuje pojam ciklusa.
Definirajmo taj pojam preciznije.
Definicija 3.2.2. Neka je dan skup S i neka je p proizvoljna permutacija skupa S , te
n, k ∈ N, k ≤ n. Za permutaciju p kazˇemo da je ciklus duljine k ako vrijedi: p(a1) = a2,
p(a2) = a3, ..., p(ak−1) = ak, p(ak) = a1, pri cˇemu su a1, a2, a3, ..., ak−1, ak medusobno
razlicˇiti elementi skupa S. Ostale elemente permutacija p ostavlja neizmjenjenima. Ciklus
p oznacˇavamo simbolom (a1a2...ak). Ciklus duljine 2 zove se transpozicija.
U slucˇaju da je S skup svih poteza na Rubikovoj kocki, ciklus (x1x2...xk) oznacˇava onaj
potez koji c´e kockicu x1 premjestiti na polozˇaj kockice x2, a kockicu x2 na polozˇaj kockice
x3 i tako redom dok ne premjesti kockicu xk na polozˇaj kockice x1.
Da bismo mogli rjesˇavati zadatke povezane s ciklusima na Rubikovoj kocki, moramo
dogovoriti oznake za kockice koje c´emo u ciklusima premjesˇtati.
Kao sˇto smo vec´ ranije u radu naveli, Rubikova kocka se sastoji od 20 ”pomicˇnih” koc-
kica. Primjerice, jedna od ”pomicˇnih” kockica je ona koja se nalazi na gornjem prednjem
desnom vrhu kocke. Tu kockicu c´emo oznacˇiti trima slovima — svako slovo predstavlja
jednu stranu kocke. Dakle, oznaka opisane kockice je u f r.
I ostale kockice oznacˇavamo na takav nacˇin. Primijetimo da u oznaci za vrsˇne kockice
koristimo tri slova, dok u oznakama za bridne kockice koristimo dva slova.
Primjer 3.2.3. Odredimo potez koji predstavlja ciklus koji kockicu d f r treba premjestiti
na poziciju kockice u f r. Nakon tog poteza boja koja je gledala desno sada gleda prema
gore. To je potez R−1D−1R. Kocka nakon njega izgleda kao na sljedec´oj slici.
Primijetimo da je za polozˇaj kocke koji smo odabrali kao standardni u ovom radu
(prednja strana je zelena, a gornja zˇuta), narancˇasta trazˇena boja koja je prije poteza
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gledala desno a nakon poteza gleda gore. Efekt opisanog poteza na vrsˇne kockice mozˇemo
zapisati kao sljedec´i ciklus: (d f r u f r d f l dbl).
Potez iz gornjeg primjera je konjugat, vrsta poteza koju c´emo definirati u sljedec´em
poglavlju.
Sada c´emo definirati pojam inverzije u permutaciji.
Definicija 3.2.4. Neka je dana permutacija p =
(
1 2 ... n
p(1) p(2) ... p(n)
)
. Svaki par (i, j)
takav da je i < j i p(i) > p( j) nazivamo inverzijom u permutaciji p. Broj svih inverzija u
permutaciji p oznacˇavamo s I(p).
Josˇ je vazˇno definirati pojam parne odnosno neparne permutacije.
Definicija 3.2.5. Za permutaciju p kazˇemo da je parna ako je I(p) paran broj. U suprot-
nom, za p kazˇemo da je neparna permutacija.
Kako bismo mogli koristiti cˇinjenicu da svako stanje na Rubikovoj kocki mozˇemo pre-
zentirati pomoc´u ciklusa, dokazˇimo da se opc´enito svaka permutacija mozˇe prikazati kao
kompozicija ciklusa.
Propozicija 3.2.6. Svaka se permutacija mozˇe prikazati kao kompozicija ciklusa.
Dokaz. Pokazat c´emo algoritam kojim c´emo proizvoljnu permutaciju p na skupu S prika-
zati kao kompoziciju ciklusa.
Pritom c´emo ciklus nadopunjavati do funkcije na cijelom skupu S tako da na ostatku
skupa ciklus djeluje kao identiteta.
Algoritam glasi:
Sve dok postoji element a ∈ S koji nije ni u jednom ciklusu:
1. Odaberi neki takav a.
2. Neka je n najmanji prirodni broj takav da je pn(a) = a.
3. Konstruiraj ciklus (a p(a) ... pn−1(a)).
Vrati sve konstruirane cikluse.
Dokazˇimo sada da je ovaj algoritam ispravan, tj. da generira zˇeljene cikluse.
Pokazˇimo da je (a p(a) ... pn−1(a)) zaista ciklus. Problem mozˇe nastati jedino ako
pi(a) = p j(a), za 0 < i < j < n. Ali zato sˇto je p bijekcija, slijedilo bi a = p j−i(a), a to je u
kontradikciji s izborom broja n.
Pokazˇimo sada da dobiveni ciklusi koriste medusobno disjunkte skupove elemenata iz
S . Pretpostavimo da je: pi(a) = p j(b), uz pretpostavku da je a odabran prije b. Ako vrijedi
pn(b) = b, onda slijedi:
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pn(a) = p j+(n−i)(b) = p j−i(pn(b)) = p j−i(b),
dakle: pm+i− j(a) = b, sˇto je u kontradikciji s cˇinjenicom da smo pretpostavili da b nije
u ciklusu od a.
Jasno je da svaki element od S lezˇi u nekom od konstruiranih ciklusa.
Takoder, kompozicija ovih ciklusa zapravo je permutacija p. Zaista, neka je c ∈ S
proizvoljan. Tada postoji b iz nekog ciklusa i, j ∈ N takav da vrijedi c = pi(b). Tada se
djelovanje permutacije p na element c podudara s djelovanjem ciklusa koji sadrzˇi b, dok
drugi ciklusi nemaju efekta na element c.

Uocˇimo i da vrijedi sljedec´e: svaki 3-ciklus (a b c) mozˇe se zapisati kao dvije transpo-
zicije: (a b c) = (a b)(b c). Sˇtovisˇe, vrijedi sljedec´a propozicija.
Propozicija 3.2.7. Ciklus duljine n mozˇe se zapisati kao n − 1 transpozicija. Posebno,
neparni ciklusi su parne permutacije, a parni ciklusi su neparne permutacije.
Dokaz. Tvrdnja slijedi iz cˇinjenice da je (a1 a2 ... an) = (a1 a2)(a2 a3)...(an−1 an). 
U cˇetvrtom poglavlju ovog rada, bit c´e visˇe rijecˇi o permutacijama i njihovoj (ne)parnosti.
3.3 Konjugiranje
Definicija 3.3.1. Neka su dana dva poteza X i Y na Rubikovoj kocki. Konjugat poteza X
potezom Y je potez Y−1XY, oznacˇavamo ga s XY .
Primjer 3.3.2. Potez U−1RU je konjugat poteza R potezom U. Kocka koja je prije poteza
bila u sredenom stanju, nakon poteza izgleda kao na sljedec´oj slici.
Primjer 3.3.3. Prisjetimo se primjera iz prosˇlog poglavlja. Potez R−1D−1R je konjugat
poteza D−1 potezom R. Kocka koja je prije poteza bila u sredenom stanju, nakon poteza
izgleda kao na sljedec´oj slici.
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Prisjetimo se, tim potezom smo htjeli kockicu d f r dovesti na poziciju kockice u f r.
Pomoc´u ovog primjera mozˇemo zakljucˇiti koja je svrha definiranja konjugata. Naime, potez
R−1 je doveo kocku u raspored u kojem smo pomoc´u poteza D−1 postigli trazˇeno (zamjena
kockica), a zatim je potez R vratio kockice na pocˇetni (gornji) sloj.
Iz primjera vidimo da se konjugati mogu koristiti za cikluse tocˇno odredenih kockica
na Rubikovoj kocki. Ako potez X postizˇe odredeni ciklus na kocki, njegov konjugat XY
postizˇe isti tip ciklusa na drugom mjestu na kocki. Primjerice, ako znamo da X sˇalje l f u na
poziciju r f u, r f u na rbu i rbu na l f u, onda njegovim konjugatima mozˇemo postic´i i druge
cikluse triju vrsˇnih kockica. Recimo, ako trec´a kockica u potrebnom ciklusu nije rbu nego
rbd, onda uz Y = B ona dolazi na poziciju rbu, provodenjem X obavimo potrebnu zamjenu,
a Y−1 ju vrac´a na polaznu poziciju.
3.4 Komutatori
Definicija 3.4.1. Neka su dana dva poteza X i Y na Rubikovoj kocki. Komutator poteza X
i Y je potez XYX−1Y−1, oznacˇavamo ga s [X,Y].
Ranije u radu smo objasnili da grupa GR nije komutativna. Medutim, naravno da neki
potezi na kocki komutiraju. Mozˇemo se zapitati sˇto je komutator poteza X i Y ako X i Y
komutiraju.
Propozicija 3.4.2. Neka su dana dva poteza X i Y. Vrijedi: X i Y komutiraju ako i samo
ako je [X,Y] = I.
Dokaz. Najprije pretpostavimo da X i Y medusobno komutiraju, tj. da vrijedi: XY =
YX. Provjerimo cˇemu je jednak njihov komutator [X,Y]. Primjenom redom definicije
komutatora, svojstva komutativnosti, svojstva XX−1 = I, svojstva XI = X, te svojstva
suprotnog poteza XX−1 = I, imamo:
[X,Y] = XYX−1Y−1 = YXX−1Y−1 = YIY−1 = YY−1 = I
Sada pretpostavimo da su dani potezi X i Y takvi da vrijedi: [X,Y] = I. Zˇelimo pokazati
da sada vrijedi i XY = YX. Jasno je da je XY = YX ako i samo ako XYX−1Y−1 = YXX−1Y−1.
Sada redom primjenom definicije komutatora, svojstva suprotnog poteza XX−1 = I, imamo:
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XYX−1Y−1 = YXX−1Y−1 ⇐⇒ [X, Y] = YY−1 ⇐⇒ [X, Y] = I.
Kako prema pretpostavci vrijedi [X,Y] = I, vrijedi i XY = YX, tj. potezi X i Y komuti-
raju. Time je dokazana tvrdnja propozicije.

Primjer 3.4.3. Provjerimo na primjeru kako izgleda komutator dva komutativna poteza X
i Y. Uzmimo da je X = R, Y = L. Ocˇito je da ta dva poteza komutiraju. Kocka nakon
poteza RL (ili LR), izgleda kao na sljedec´oj slici.
Ako vratimo kocku na pocˇetnu poziciju (pomoc´u poteza L−1R−1), te zatim izvedemo
komutator ta dva poteza, tocˇnije potez: RLR−1L−1, vidimo da c´e se kocka ponovno nac´i u
pocˇetnom (sredenom) stanju. Razlog tome je komutativnost poteza R i L.
Iz ovog primjera se takoder vidi ”priroda” komutativnih poteza. Naime, rijecˇ je o po-
tezima X i Y za koje vrijedi da je presjek skupa kockica na koje utjecˇe potez X i skupa
kockica na koje utjecˇe potez Y , prazan skup.
Primjer 3.4.4. Pokazˇimo djelovanje komutatora na kocku kada zadani potezi X i Y nisu
osnovni potezi. Uzmimo: X=FRU, Y = LU. Primjetimo da je bez racˇuna, potez na kocki
tesˇko izvesti. U sljedec´em racˇunu komutatora [X,Y], koristimo svojstvo suprotnog poteza
kao i svojstvo neutralnog elementa:
[X,Y] = FRULU(FRU)−1(LU)−1 = FRULUU−1R−1F−1U−1L−1 = FRULIR−1F−1U−1L−1 =
FRULR−1F−1U−1L−1
Ako gornji potez izvedemo na sredenoj kocki, ona izgleda kao na sljedec´oj slici.
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Mozˇemo se pitati koja korist od komutatora. Kao sˇto i sama rijecˇ komutator govori, cilj
je postic´i da se dva poteza X i Y koja ne komutiraju, na neki nacˇin ”priblizˇe” komutiranju,
tj. da se smanji broj elemenata presjeka skupova kockica na koje djeluje potez X, odnosno
potez Y .
U sljedec´a tri primjera, pokazat c´emo prakticˇne situacije u kojima nam komutatori
mogu posluzˇiti.
Primjer 3.4.5. Slazˇuc´i kocku, cˇesto mozˇemo doc´i u situaciju u kojoj zˇelimo neki vrh koji
se nalazi na primjerice, gornjem sloju kocke premjestiti na drugu poziciju na gornjem
sloju, bez promjene orijentacije tog vrha. Oznacˇimo taj vrh s abc. Za to c´e nam posluzˇiti
komutator [X,Y], pri cˇemu je X potez koji vrh premjesˇta na donji sloj kocke, a Y je potez
koji mozˇe urediti gornji sloj prije povratka vrha abc na gornji sloj. Iz definicije komutatora
slijedi da je [X,Y] = XYX−1Y−1, pa je ocˇito sˇto c´e opisani komutator redom cˇiniti kocki:
1. X premjesˇta vrh abc na donji sloj kocke.
2. Y ”priprema” gornji sloj za povratak vrha abc na taj sloj.
3. X−1 vrac´a vrh abc na gornji sloj kocke. U ovom trenutku slaganja smo ispunili
trazˇeno, tj. vrh abc se nalazi na trazˇenoj poziciji. Sada josˇ samo moramo ukloniti
nezˇeljene posljedice dosadasˇnjih radnji na kocki.
4. Y−1 popravlja popratne pojave nastale na gornjem sloju kocke.
Primjer 3.4.6. Pomoc´u komutatora mozˇemo napraviti 3-ciklus zˇeljenih bridova a da pri-
tom ne premjesˇtamo vrhove s njihovih pozicija (iako im orijentacija nec´e biti ocˇuvana). To
mozˇemo postic´i pomoc´u dva puta za redom izvedenim komutatorom dva osnovna poteza
koja odgovaraju bilo kojim dvjema susjednim stranama (stranama koje nisu jedna nasu-
prot druge). Primjerice, strane U i R su susjedne i njima odgovaraju potezi U i R. Stoga,
izvodec´i potez
[U,R][U,R] = URU−1R−1URU−1R−1,
izvest c´emo 3-ciklus bridova: f r, ur i ub, tocˇnije izvest c´emo ciklus ( f r ur ub). Nakon
tog poteza, kocka c´e izgledati kao na sljedec´oj slici.
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Primjetimo da su vrhovi, izuzev njihove orijentacije, ostali nepromjenjeni.
Primjer 3.4.7. Slicˇno kao u prethodnom primjeru, iskoristit c´emo komutatore kako bi pos-
tigli zamjenu zˇeljenih kockica, a pritom uspjeli ocˇuvati pozicije nekih drugih kockica cˇija
nam trenutna pozicija odgovara. Tocˇnije, komutatore mozˇemo koristiti kada zˇelimo zamje-
niti tocˇno dva para vrhova a da pri tome ne micˇemo bridove. To c´emo ucˇiniti izvodec´i
tri puta za redom neki komutator dvaju poteza koji odgovaraju dvjema stranama koje su
susjedne (kao i u prethodnom primjeru). Primjerice, mozˇemo izvesti potez
[U,R][U,R][U,R] = URU−1R−1URU−1R−1URU−1R−1.
Nakon tog poteza kocka c´e izgledati kao na sljedec´oj slici.
Zanimljivo je uocˇiti da ovim potezom pozicija niti jednog brida na kockici nije promje-
njena. Promatrajuc´i potez iz perspektive ciklusa, zakljucˇujemo da je rijecˇ o ciklusima (u f r
d f r) (ubr ubl).
3.5 Algoritam za slaganje Rubikove kocke
Iako smo u radu vec´ opisali mnoge poteze koji nam pomazˇu slozˇiti Rubikovu kocku, u
ovom poglavlju c´emo te poteze sistematizirati i ponuditi algoritam za slaganje kocke.
Vazˇno je napomenuti da je taj algoritam samo jedan od mnogih algoritama za slaganje
kocke. Takoder, zanimljivo je da neki popularni algoritmi koje matematicˇki laici ucˇe kako
bi znali slozˇiti Rubikovu kocku, uopc´e nisu povezani s teorijom grupa. Medutim, jedan
od najpopularnijih i najbrzˇih algoritama (koji se ujedno i cˇesto koristi na natjecanjima u
brzom slaganju kocke), povezan je s teorijom grupa. Upravo taj algoritam c´emo navesti u
ovom poglavlju.
Popularno, algoritam se zove ”Corners first” ili u prijevodu, ”Najprije vrhovi”. Kao sˇto
i sam naziv govori, rijecˇ je o algoritmu u kojem c´emo najprije poslozˇiti vrhove na kocki, a
tek zatim slagati bridove.
Ukratko opisujuc´i algoritam, mozˇemo ga rasˇcˇlaniti na cˇetiri velika koraka:
1. Dovodenje vrsˇnih kockica na ispravne pozicije.
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2. Okretanje vrsˇnih kockica u cilju postizanja njihove ispravne orijentacije.
3. Dovodenje bridnih kockica na ispravne pozicije.
4. Okretanje bridnih kockica u cilju postizanja njihove ispravne orijentacije.
Dovodenje vrsˇnih kockica na ispravne pozicije
U ovom odlomku opisat c´emo poteze pomoc´u kojih c´emo dovesti sve vrhove na kocki na
njihove ispravne pozicije.
Primjetimo zanimljivu primjenu ”podijeli pa vladaj” strategije (koju smo objasnili u
poglavlju ”Bozˇji broj”):
Problematiku slaganja vrhova mozˇemo svesti na tri manja istovjetna problema u kojem se
svaki od njih sastoji od slaganja vrhova na pojedinoj strani kocke. Primjerice, mozˇemo
promatrati slaganje vrhova na stranama: F, R i B (uocˇimo da ako slozˇimo vrhove na tim
stranama, zapravo smo slozˇili svih osam vrhova na Rubikovoj kocki).
Promatramo proizvoljnu stranu A Rubikove kocke. Da bismo slozˇili sva cˇetiri vrha na
toj strani, dovoljno je znati raditi sljedec´e:
1. 3-ciklus vrhova strane A
2. zamjena dva susjedna vrha strane A i dva susjedna vrha strane nasuprotne strani A
3. zamjena dva susjedna vrha strane A.
Slijedi popis poteza pomoc´u kojih mozˇemo izvesti gore navedene radnje na kocki. Pri
tome bez smanjenja opc´enitosti, mozˇemo uzeti da je A = F:
1. [DL
−1
,U] = (d f l, u f l, u f r)
2. [R,U]3 = (u f r, d f r)(ubr, ubl)
3. LDF(L−1)FD = (u f r, d f r)1.
Efekti tih poteza na slozˇenoj kocki prikazani su redom slijeva udesno na sljedec´oj slici.
1Ovaj potez radi i odredene permutacije bridnih kockica, koje ovdje nec´emo zapisati jer nisu relevantne
za ovaj dio slaganja kocke.
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Uocˇimo da se zaokretom kocke potezi lako mogu prevesti u poteze koje odgovaraju ne-
koj drugoj strani. Takoder, primjetimo ucˇestalost korisˇtenja konjugata i komutatora kojom
se potvrduje sˇirina njihove primjene te nuzˇnost ucˇenja istih u cilju razumijevanja postupaka
na kocki usmjerenih prema slaganju iste a izravno povezanih s teorijom grupe.
Primijetimo da se 4 vrha jedne strane uvijek lako slozˇe dok ne moramo paziti na ostale
kockice, pa nam je za ovaj korak algoritma dovoljno znati samo poteze koji se odnose na
jednu stranu kocke.
Okretanje vrsˇnih kockica
Kako bismo mogli ispravno okrenuti sve vrhove na kocki (koji se vec´ nalaze na ispravnim
pozicijama), potrebno je znati izvrsˇiti sljedec´e radnje na kocki:
1. Okretanje dva susjedna vrha u suprotnim smjerovima.
2. Okretanje tri vrha jedne strane u istom smjeru.
3. Okretanje cˇetiri vrha jedne strane, po dva susjedna u jednom i drugom smjeru.
4. Okretanje cˇetiri vrha jedne strane, po dva dijagonalno nasuprotna u jednom i drugom
smjeru.
Kada govorimo o okretanju vrhova, bitno je znati za koliko stupnjeva i u kojem smjeru
okrec´emo pojedini vrh. Primjerice, kockicu u f r mozˇemo okrenuti za 120◦ u smjeru suprot-
nome od smjera kazaljki na satu. U tom slucˇaju, taj okret c´emo oznacˇiti s u f r+. Ukoliko
je rijecˇ o okretu iste kockice za 120◦ u smjeru kazaljki na satu, pisat c´emo u f r−. Za okrete
koji su gore nabrojani, u nastavku poglavlja bit c´e precizirano pomoc´u objasˇnjenih oznaka
o kojem smjeru okreta je rijecˇ.
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Napomenimo ovdje da je nemoguc´e da je samo jedan vrh na kocki krivo orijentiran ili
da su dva vrha okrenuta tako da su zaokrenuti za isti kut u suprotnim smjerovima. To je
posljedica tzv. osnovnog teorema o grupi kocke, kojeg c´emo iskazati na kraju ovog rada.
Nadalje, ukoliko vrhovi koje treba okrenuti nisu svi na istoj strani, lako je osmisliti
potez X takav da on dovede kocku u stanje u kojem su svi vrhovi koje zˇelimo okrenuti na
istoj strani. U tom slucˇaju naravno nakon okretanja provodimo X−1 - uocˇimo konjugiranje!
Uzevsˇi u obzir analognu argumentaciju kao u prethodnom poglavlju, mozˇe se zakljucˇiti
da je za prethodne radnje dovoljno znati da one redom odgovaraju sljedec´im potezima na
kocki:
1. B2[(D2)R, (U2)B]2B2 = u f r+ dbl−
2. (R−1)BR−1[B−1,R2] = ubr− d f r− dbr−
3. ([R,B]2)D
−1
= u f r+ ubr+ d f r− dbr−
4. (R−1)B[R−1,B−1]R−1(R2)B = u f r+ dbr+ ubr− d f r−
Izvodec´i gornje poteze na sredenoj kocki, mozˇemo uocˇiti da niti jedan od njih ne remeti
poziciju bilo koje vrsˇne kockice, medutim neki od njih za posljedicu imaju razmjesˇtanje
bridnih kockica.
Sljedec´a slika, s lijeva na desno redom ilustrira prvi i drugi gornji potez.
Sljedec´a slika, s lijeva na desno redom ilustrira trec´i i cˇetvrti gornji potez.
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Dovodenje bridnih kockica na ispravne pozicije
Za dovodenje bridova na ispravne pozicije na kocki, dovoljno je znati izvrsˇiti sljedec´e:
1. 3-ciklus bridnih kockica jedne strane.
2. Zamjena dvije i dvije nasuprotne bridne kockice na susjednim stranama.
3. Zamjena dvije i dvije nasuprotne bridne kockice na jednoj strani.
4. Zamjena dvije i dvije susjedne bridne kockice na jednoj strani.
Napomenimo ovdje da je nemoguc´e da je potrebno zamijeniti samo dvije bridne koc-
kice. To je posljedica teorema 4.4.2. kojeg c´emo dokazati kasnije. Primijetimo i da je, kao
sˇto smo komentirali u odlomku ”Dovodenje vrsˇnih kockica na ispravne pozicije”, dovoljno
znati izvoditi te poteze na samo po jednoj strani kocke (u nasˇem slucˇaju desnoj):
1. ((LF2)RL−1U2)BL
2
= (u f , d f , f l)
2. (R2U2)3 = (u f , ub)( f l, bl)
3. (U−1(U2)L)FU(U2)R
−1
= (u f , ub)(ul, ur)
4. ((F2)R
2L2B2)DR
2L2 = (u f , ur)(ul, ub)
Nakon sˇto se gornji potezi raspisˇu i izvedu na kocki, vidi se da niti jedan od poteza ne
utjecˇe na vrsˇne kockice niti na pozicije ostalih bridnih kockica.
Sljedec´a slika, s lijeva na desno redom ilustrira prvi i drugi gornji potez.
Sljedec´a slika, s lijeva na desno redom ilustrira trec´i i cˇetvrti gornji potez.
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Okretanje bridnih kockica
Iz vec´ spomenutog osnovnog teorema o grupi Rubikove kocke slijedi da je nemoguc´e da
bude izokrenuta samo jedna bridna kockica. Sˇtovisˇe, iz tog teorema i posljednje propozicije
u poglavlju ”Ciklusi” slijedi da se svaka moguc´a permutacija vrhova mozˇe rastaviti na
uzastopne zamjene (transpozicije) po dva vrha.
Stoga je za ispravno okretanje svih bridnih kockica (uocˇimo da se one sad sve nalaze
na ispravnim pozicijama) dovoljno znati okrenuti samo dvije. Argumentacija kao prije
povlacˇi da bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo uzeti da su te dvije nasuprotne na jednoj
strani.
Promatramo primjerice potez:
(FR−1)UF−1R(U(RU−1)BR−1)L = u f , ub.
Uocˇimo da taj potez, osim okretaja dva nasuprotna brida jedne strane kocke, nema niti
jedan drugi nusefekt.
Sljedec´a slika ilustrira gornji potez.
Poglavlje 4
Grupa 15-puzzle
4.1 Povijest i arhitektura 15-puzzle
Kao sˇto je vec´ napomenuto u uvodu ovog rada, Rubikova kocka nije jedina igracˇka na kojoj
mozˇemo uocˇiti svojstva grupe. Izmedu ostaloga, popularna igracˇka 15-puzzle takoder je
povezana s teorijom grupa.
Sljedec´a slika prikazuje fotografiju igracˇke 15-puzzle.
Rijecˇ je o slagalici koja se sastoji od okvira i 15 plocˇica jednake velicˇine koje se na-
laze unutar tog okvira. Svaka plocˇica je oznacˇena jednim brojem izmedu 1 i 15. Plocˇice
su smjesˇtene unutar okvira tako da popunjavaju povrsˇinu 4 × 4 s time da jedno mjesto
za plocˇicu nije ispunjeno (jer mjesta ima 16, a plocˇica 15). To mjesto nazivamo praznim
mjestom za plocˇicu. Slagalica se smatra rijesˇenom kada su plocˇice poredane u isprav-
nom redoslijedu u uzlaznom smislu. Ispravan redoslijed u uzlaznom smislu podrazumijeva
sljedec´i raspored plocˇica: na prvom gornjem lijevom mjestu za plocˇicu nalazi se plocˇica
koja je oznacˇena brojem 1, na drugom gornjem lijevom mjestu za plocˇicu nalazi se plocˇica
koja je oznacˇena brojem 2 te tako redom do plocˇice oznacˇene brojem 15 koja se nalazi na
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trec´em donjem lijevom mjestu za plocˇicu dok se prazno mjesto za plocˇicu nalazi u donjem
desnom kutu okvira.
Cilj zagonetke je slagalicu koja nije rijesˇena dovesti u rijesˇeno stanje, tj. poredati
plocˇice u gore opisanom redoslijedu, ali samo pomicanjem plocˇica u smislu klizanja, tj.
bez podizanja plocˇica izvan okvira.
Sljedec´a tablica predstavlja prikaz slagalice u rijesˇenom stanju.
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15
Dok je izumitelj Rubikove kocke bio akademski profesor, zanimljivo je da je igracˇku
15-puzzle izumio upravnik posˇte iz New Yorka. 15-puzzle je starija igracˇka od Rubikove
kocke, naime njena prva verzija datira cˇak iz 1874. godine. Za razliku od Rubikove kocke,
ova igracˇka je imala nekoliko varijacija prije nego je dostigla svoju konacˇnu formu. Prva
verzija 15-puzzle se sastojala od 16 plocˇica numeriranih od 1 do 16 koje je trebalo raspo-
rediti unutar okvira tako da za svaki red slagalice vrijedi da je zbroj brojeva na plocˇicama
u tom redu jednak 34, tj. tako da cˇine magicˇni kvadrat..
Sljedec´a tablica prikazuje jedno od rjesˇenja prve verzije zagonetke.
7 12 1 14
2 13 8 11
16 3 10 5
9 6 15 4
Za razliku od te verzije, danasˇnja verzija 15-puzzla ima jedinstveno rjesˇenje.
4.2 Grupa 15-puzzle
Iako smo vec´ koristili pojmove plocˇica na 15-puzzle slagalici te potez na slagalici, sada
c´emo te pojmove egzaktno definirati.
Definicija 4.2.1. Plocˇica na 15-puzzle slagalici je ureden par (x, y), x ∈ {1, 2, ..., 15},
y ∈ {1, 2, ..., 16} pri cˇemu x predstavlja broj kojim je oznacˇena plocˇica na slagalici, a y
predstavlja redni broj mjesta za plocˇicu na slagalici.
Takoder, umjesto plocˇica (x, y) mozˇemo govoriti i plocˇica x koja se nalazi na y mjestu.
Sada c´emo definirati osnovni i opc´i potez na 15-puzzle slagalici.
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Definicija 4.2.2. Neka je zadano stanje na 15-puzzle slagalici. Osnovni potez je klizno po-
micanje plocˇice x koja se nalazi na y mjestu za jedno mjesto za plocˇicu u onom od smjerova
koje dopusˇta okvir slagalice. Drugim rijecˇima, osnovni potez plocˇice (x, y) je klizno pomi-
canje te plocˇice nakon kojeg je ona zadana s (x, z), pri cˇemu je z ∈ {y − 4, y − 1, y + 1, y + 4}∩
{1, 2, ..., 16}.
Definicija 4.2.3. Neka je zadano stanje na 15-puzzle slagalici. Potez na slagalici je klizno
pomicanje plocˇica tako da plocˇice ostaju unutar okvira slagalice. Potez oznacˇavamo kao
niz osnovnih poteza koji ga sacˇinjavaju.
Primjer 4.2.4. Neka je zadano rijesˇeno stanje slagalice. Nakon poteza koji plocˇicu 12
koja se nalazi na 12 mjestu za plocˇicu, premijesˇta na 16 mjesto za plocˇicu, izgled slagalice
odgovara sljedec´em prikazu.
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11
13 14 15 12
Kako c´emo u daljnjim zadacima s 15-puzzle slagalicom koristiti samo smislene poteze
na slagalici, nema potrebe da potez oznacˇavamo kao uredeni par. Primjerice, umjesto da
osnovni potez iz prethodnog primjera oznacˇimo kao prelazak plocˇice iz stanja (12, 12) u
stanje (12, 16), rec´i c´emo samo da je plocˇica 12 sada na poziciji 16. Taj potez mozˇemo
oznacˇiti kao (12 16).
Primjetimo da prazno mjesto za plocˇicu zapravo oznacˇavamo brojem 16. Tako c´emo to
cˇiniti i u nastavku rada.
Primjer 4.2.5. Neka je zadano rjesˇeno stanje slagalice. Opisˇimo potez koji c´e za poslje-
dicu imati rotaciju u smjeru kazaljki na satu plocˇica 11, 12 i 15. Rijecˇ je o potezu (12
16)(15 16)(11 16)(12 16). Prikazˇimo svaki korak u potezu tablicom.
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11
13 14 15 12
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1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11
13 14 15 12
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 15 11
13 14 12
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 15 11
13 14 12
4.3 Rjesˇenje 15-puzzle
Kao sˇto smo zakljucˇili u poglavlju ”Povijest i arhitektura 15-puzzle”, ocˇito je da 15-puzzle
(u svom danasˇnjem obliku) ima jedinstveno rjesˇenje. Medutim, egzistenciju rjesˇenja za
proizvoljni dani raspored plocˇica na slagalici, nije jednostavno provjeriti.
Pitamo se, ako nam netko zada 15-puzzle slagalicu koja nije rijesˇena, kako c´emo znati
je li ona rjesˇiva, tocˇnije, je li zadani redoslijed plocˇica nastao klizanjem plocˇica iz pocˇetnog
(rijesˇenog) stanja slagalice ili je rijecˇ o rasporedu koji je dobiven podizanjem plocˇica izvan
okvira? Ovaj problem mozˇemo usporediti s razlikom izmedu rasporeda kockica na Rubi-
kovoj kocki dobivenog potezima na kocki i rasporeda kockica dobivenog rastavljanjem i
ponovnim sastavljanjem kocke.
Da bismo se priblizˇili rjesˇenju tog problema, potrebno je prisjetiti se pojma permutacije
koji smo definirali ranije u radu. Permutaciju skupa S smo definirali kao uredenu n-torku
cˇlanova tog skupa. Medutim, permutaciju mozˇemo definirati i kao bijekciju sa skupa S
u skup S . Primjerice, jedna permutacija mozˇe uredenoj trojci (1, 2, 3) pridruzˇiti uredenu
trojku (3, 1, 2).
Takoder je vazˇno uocˇiti da ako zˇelimo promatrati permutacije povezane sa slagalicom
15-puzzle, dovoljno je promatrati permutacije skupa {1, 2, ..., 16}.
Sada mozˇemo za n ∈ N precizno definirati permutaciju skupa {1, 2, ..., n}.
Definicija 4.3.1. Neka je n ∈ N. Permutacija skupa {1, 2, ..., n} je bilo koja bijekcija p :
{1, 2, .., n} → {1, 2, .., n}.
Uobicˇajeno je permutacije zapisivati u tablicu sljedec´eg oblika:
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p =
(
1 2 ... n
p(1) p(2) ... p(n)
)
.
Uocˇimo, svaki element skupa {1, 2, ..., n} u donjem retku tablice pojavljuje se tocˇno
jednom, jer je p bijekcija.
Primjer 4.3.2. Primijetimo da stanje na 15-puzzle slagalici mozˇemo promatrati kao per-
mutaciju skupa {1, 2, ..., 16}. Primjerice, promotrimo sljedec´e stanje na 15-puzzle slagalici.
5 1 2 3
6 7 4 8
9 10 11 12
14 15 13
To stanje mozˇemo promatrati kao permutaciju:
p =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
5 1 2 3 6 7 4 8 9 10 11 12 14 15 13 16
)
.
Sljedec´i teorem nam daje odgovor na nasˇe pitanje, pitanje o egzistenciji rjesˇenja zada-
nog stanja 15-puzzle slagalice. Dokaz teorema mozˇe se pronac´i u knjizi ”The 15 Puzzle
book”, koja je i navedena u bibliografiji. Verzija ovog teorema primjenjena na Rubikovoj
kocki, dokazana je u sljedec´em poglavlju.
Teorem 4.3.3. Neka je zadano stanje 15-puzzle slagalice takvo da se prazno mjesto za
plocˇicu nalazi u donjem desnom kutu slagalice i neka je to stanje zadano permutacijom p.
Tada je stanje rjesˇivo ako i samo ako je permutacija p parna.
Iako nas uvjet prethodnog teorema na prvu mozˇda mozˇe zacˇuditi, rijecˇ je o jednostavno
ispunjivom uvjetu. Naime, ocˇito je da je zadano stanje 15-puzzle slagalice jednostavno
dovesti do stanja za koje vrijedi da se prazno mjesto za plocˇicu nalazi u donjem desnom
kutu slagalice. Takvo novo stanje nije jedinstveno. Takoder je ocˇito da prelazak u novo
stanje slagalice ne utjecˇe na rjesˇivost stanja, posˇto pretpostavljamo da do novog stanja
dolazimo kliznim pomicanjem plocˇica.
Primjer 4.3.4. Provjerimo rjesˇivost sljedec´eg stanje 15-puzzle slagalice.
2 7 12 13
8 5 4 6
9 10 11 14
15 3 1
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Najprije stanje prikazˇimo u obliku permutacije:
p =
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
2 7 12 13 8 5 4 6 9 10 11 14 15 3 1 16
)
.
Odredimo redom inverzije u permutaciji p.
(1, 15)
(2, 6), (2, 7), (2, 8), (2, 14), (2, 15)
(3, 5), (3, 6), (3, 7), (3, 8), (3, 9), (3, 10), (3, 11), (3, 14), (3, 15)
(4, 5), (4, 6), (4, 7), (4, 8), (4, 9), (4, 10), (4, 11), (4, 14), (4, 15)
(5, 6), (5, 7), (5, 8), (5, 14), (5, 15)
(6, 7), (6, 14), (6, 15)
(7, 14), (7, 15)
(8, 14), (8, 15)
(9, 14), (9, 15)
(10, 14), (10, 15)
(11, 14), (11, 15)
(12, 14), (12, 15)
(13, 14), (13, 15)
(14, 15)
Izbrojimo sve inverzije u permutaciji p. Dobivamo broj 47. Kako je rijecˇ o neparnom
broju, slijedi da je p neparna permutacijama. Prema prethodnom teoremu zakljucˇujemo
da zadano stanje slagalice nije rjesˇivo.
4.4 Parnost Rubikove kocke i 15-puzzle slagalice
Kao sˇto smo vidjeli u teoremu 4.3.3 ako je stanje na 15-puzzle slagalici rjesˇivo, ono odgo-
vara permutaciji koja je parna. Zanimljivo je uocˇiti da ta cˇinjenica vrijedi i na Rubikovoj
kocki. Tu cˇinjenicu c´emo precizno iskazati kao teorem te ju i dokazati.
Prije toga, u cilju iskazivanja teorema, potrebno je istaknuti da permutacijom p na
Rubikovoj kocki smatramo opis njenog trenutnog stanja kao posljedice niza ciklusa - koji
se pak mogu opisati kao niz zamjena po dvije kockice.
Pojam permutacije p na Rubikovoj kocki mozˇemo prikazati na sljedec´em primjeru.
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Primjer 4.4.1. Neka je promatrano stanje Rubikove kocke ono koje nastaje nakon osnov-
nog poteza F. U tom stanju, Rubikova kocka izgleda kao na sljedec´oj slici.
Potez F mozˇe se opisati i kao sljedec´i niz ciklusa:
( f l f u f r f d) ( f ul f ur f dr f dl).
Sada taj niz ciklusa mozˇemo opisati kao sljedec´i niz zamjena po dvije kockice na Rubi-
kovoj kocki:
( f l f u) ( f l f r) ( f l f d) ( f ul f ur) ( f ul f dr) ( f ul f dl).
Primjetimo da je stanje rjesˇivo. To ocˇito vrijedi jer je stanje dobiveno potezima, tocˇnije
samo jednim potezom F (a nije dobiveno premjesˇtanjem kockica u smislu rastavljanja i
ponovnog sastavljanja kocke). Primjer rjesˇenja stanja je potez F−1, sˇto slijedi iz cˇinjenice
da je opc´i suprotni potez inverzni element u grupi GR (ili se mozˇe vidjeti izvodenjem poteza
FF−1 na sredenoj kocki).
Iz cˇinjenice spomenute na pocˇetku ovog poglavlja, slijedi da je permutacija na Rubiko-
voj kocki koja odgovara potezu F, parna. Permutacija je parna ako je broj zamjena kockica
paran. Vidimo da je to tocˇno jer smo imali ukupno 6 zamjena.
Zakljucˇujemo da na ovom primjeru tvrdnja s pocˇetka poglavlja, vrijedi.
Iskazˇimo sada spomenutu cˇinjenicu kao teorem.
Teorem 4.4.2. Neka je dano stanje na Rubikovoj kocki rjesˇivo, tj. neka je dobiveno pote-
zima. Slijedi da se stanje mozˇe opisati parnom permutacijom p.
Dokaz. Teorem mozˇemo iskazati i na ovaj nacˇin:
Neka je dano stanje na Rubikovoj kocki rjesˇivo, tj. neka je dobiveno s n osnovnih
poteza, pri cˇemu je n ∈ N. Slijedi da se stanje mozˇe opisani parnom permutacijom p.
Dakle, trebamo dokazati da je nakon bilo kojeg n ∈ N broja osnovnih poteza izvedenih
na kocki, broj zamjena kockica kojim se mozˇe prikazati permutacija p, paran broj.
Dokaz te tvrdnje provest c´emo matematicˇkom indukcijom.
Provjerimo da tvrdnja vrijedi za n = 0.
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Za n = 0, kocka je u rjesˇenom stanju. Permutaciju koja odgovara tom stanju mozˇemo
prikazati kao 0 zamjena po dvije kockice. Kako je nula paran broj, tvrdnja vrijedi.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki broj k ∈ N, tj. da vrijedi: stanje na Rubikovoj
kocki nakon k osnovnih poteza, mozˇe se prikazati kao paran broj zamjena kockica.
Provjerimo sada vrijedi li tvrdnja i za k + 1.
Stanje kocke nakon k osnovnih poteza je prikazivo kao paran broj zamjena po dvije
kockice, prema pretpostavci indukcije. Zˇelimo dokazati da ako tom nizu osnovnih poteza,
dodamo josˇ jedan osnovni potez - stanje c´e se i dalje moc´i prikazati kao paran broj zamjena
po dvije kockice.
Pod osnovnim potrzima podrazumjevamo sljedec´e poteze: F, B, U, D, R, L, F−1, B−1,
U−1, D−1, R−1, L−1.
Za potez F vec´ smo vidjeli pomoc´u prethodnog primjera, da se mozˇe prikazati kao
paran broj zamjena kockica (tj. kao niz ( f l f u) ( f l f r) ( f l f d) ( f ul f ur) ( f ul f dr) ( f ul
f dl)). Analogno se pokazˇe i za sve ostale osnovne poteze.
Slijedi da tvrdnja vrijedi i za k + 1.
Sada prema aksiomu indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki broj n ∈ N. Time je teorem
dokazan.

Primijetimo da iz ovog teorema i propozicije s kraja poglavlja ”Ciklusi” te cˇinjenice da
je nemoguc´e zamijeniti bridnu i vrsˇnu kockicu trivijalno slijedi sljedec´i korolar.
Korolar 4.4.3. Na Rubikovoj kocki (bez rastavljanja) nemoguc´e je postic´i zamjenu samo
dvije vrsˇne ili bridne kockice.
Primijetimo da svako - dopustivo ili ne - stanje Rubikove kocke mozˇemo poistovjetiti
s uredenom cˇetvorkom (V, v, E, e). Pritom je V permutacija vrhova (dakle, V ∈ S 8) i E
permutacija bridova (dakle, E ∈ S 121). S druge strane, v i e opisuju orijentacije vrsˇnih od-
nosno bridnih kockica. Svaki vrh mozˇe biti zaokrenut za 0, 1 ·120◦ ili 2 ·120◦ u pozitivnom
smjeru, dakle se orijentacija svakog od 8 vrhova mozˇe opisati oznakom iz trocˇlanog skupa
{0, 1, 2}, odnosno v ∈ {0, 1, 2}8. Slicˇno se orijentacija bridnih kockica mozˇe shvatiti kao
uredena 12-orka elemenata dvocˇlanog skupa, tj. e ∈ {0, 1}12.
Iz teorema 4.4.2 slijedi sljedec´i korolar.
Korolar 4.4.4. Permutacije V i E moraju biti iste parnosti ako odgovaraju dopustivom
stanju kocke (dobivenom bez rastavljanja).
Dokaz. Slijedi iz cˇinjenice da je kompozicija bilo dviju parnih bilo dviju neparnih permu-
tacija je parna, a kompozicija parne i neparne permutacije je neparna. 
1Sa S n oznacˇena je simetricˇna grupa svih permutacija n-cˇlanog skupa.
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Mozˇe se dokazati poboljsˇanje prethodnog korolara, koje potpuno precizira elemente
grupe GR, tj. sva dopustiva stanja kocke:
Teorem 4.4.5. (Osnovni teorem o Rubikovoj kocki) Uredena cˇetvorka (V, v, E, e) ∈ S 8 ×
{0, 1, 2}8×S 12×{0, 1}12 odgovara dopustivom stanju Rubikove kocke ako i samo ako vrijedi -
V i E su iste parnosti, - zbroj svih 8 koordinata od v je djeljiv s 3 i - zbroj svih 12 koordinata
od e je paran.
Kako je dokaz ovog teorema dosta zahtjevan, cˇitatelja za isti upuc´ujemo na [1] (str.
225–227).
Koristec´i kombinatorno pravilo produkta te neke naprednije konstrukcije iz teorije
grupa (posebice semidirektni produkt) pokazuje se da vrijedi, kako je najavljeno na pocˇetku:
Teorem 4.4.6. |GR| = 8! · 12! · 210 · 37 = 43252003274489856000..
Kao i za prethodno iskazani teorem, za dokaz upuc´ujemo na [1]. Primijetimo da je
stoga od svih moguc´ih stanja Rubikove kocke, bez rastavljanja moguc´e dobiti samo 112
njih. Dakle, ako rastavite Rubikovu kocku i nasumce je ponovno sastavite, vjerojatnost da
c´ete ju moc´i srediti bez rastavljanja je samo 112 .

Poglavlje 5
Zakljucˇak
U ovom diplomskom radu, proces slaganja Rubikove kocke prikazan je iz perspektive te-
orije grupa. Tako je jedna od glavnih perspektiva rada upravo njegova primjena u reali-
zaciji uvoda u teoriju grupa. Uzimajuc´i u obzir da se teorija grupa obraduje u sklopu
visokosˇkolske matematike, rad se mozˇe koristiti kao motivacija za neke kolegije povezane
s algebarskim strukturama, konkretnije za poglavlje o algebarskoj strukturi grupe.
Osim tema obradenih u radu, o grupi Rubikove kocke u kontekstu uvoda u teoriju
grupa, mozˇemo pricˇati i o nekim slozˇenijim rezultatima kao sˇto je cˇinjenica da je moguc´e
izvrnuti vrsˇne kockice Rubikove kocke samo tako da je zbroj kutova okreta na svima
visˇekratnik od 360◦.
Medutim, kako je sˇiri smisao ovog rada slanje popularizacijske poruke o moguc´nostima
povezivanja matematicˇkih pojmova s predmetima iz svakidasˇnjeg zˇivota, rad se mozˇe isko-
ristiti i u svrhu prezentiranja teorije grupa populaciji koja nije nuzˇno matematicˇki obrazo-
vana (primjerice, ucˇenici srednje sˇkole ili polaznici tematske radionice). Tako je spajanjem
teorije grupe s igracˇkom, dana jedna od moguc´ih podloga za uspostavljanje kvalitetnog
kontakta laika s matematikom.
Pri tome je vazˇno istaknuti dvije cˇinjenice. Naime, unatocˇ uvrijezˇenom stavu o ma-
tematici kao izrazito tesˇko dokucˇivoj i ponekad suhoparnoj znanosti, koji prevladava u
danasˇnjem drusˇtvu, ovim se radom nastoji porucˇiti da se ona mozˇe prezentirati pomoc´u
nec´eg sˇto isto to drusˇtvo vec´ dugi niz godina smatra izvorom intrige i zabave, a to je
sama Rubikova kocka. Druga cˇinjenica se odnosi na dubinu komunikacijskog odnosa
izmedu matematike kao znanosti i matematicˇkih laika. Naime, taj pocˇetni kontakt ne
mora biti povrsˇan - teorija grupa je visokosˇkolska matematicˇka disciplina a to nas svejedno
ne sprijecˇava da ju vizualiziramo i tako rec´i, taktiliziramo, prikazujuc´i ju kao znanstveno
oruzˇje u borbi protiv naizgled nerjesˇive zagonetke koju skriva Rubikova kocka.
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Sazˇetak
Glavni cilj ovog diplomskog rada bio je prezentirati matematicˇki aspekt popularne Rubi-
kove kocke. Pritom je stavljen naglasak na teoriju grupa, a sporedno je obradena i kombi-
natoricˇka problematika povezana s Rubikovom kockom.
Koristec´i cˇinjenicu da skup svih poteza na Rubikovoj kocki cˇini algebarsku strukturu
grupe, predocˇena su neka strukturalna svojstva kao sˇto su asocijativnost, egzistencija ne-
utralnog i inverznog elementa, ali i dva osnovna svojstva inverznog elementa koji su u
kontekstu ove teme nazvani svojstvima suprotnih poteza na Rubikovoj kocki. Takoder,
prikazujuc´i efekte konjugata i komutatora na Rubikovoj kocki kao i poteze koji za poslje-
dicu imaju odredene cikluse, predocˇeni su slozˇeniji pojmovi teorije grupa na intuitivan i
razumljiv nacˇin.
Po pitanju kombinatorike, u radu se ukazalo na broj svih moguc´ih stanja Rubikove
kocke kao i na minimalan broj poteza dovoljnih za slaganje kocke koja se nalazi u pro-
izvoljnom stanju. Tom prilikom posredno je korisˇten i pojam metrike iz koje promatramo
poteze na Rubikovoj kocki te je time ukazano da je definiranje poteza na Rubikovoj kocki
kao okreta jedne njene strane upravo za 90◦, samo jedna moguc´a definicija koja generalno
ovisi o odabiru metrike (u ovom slucˇaju rijecˇ je o tzv. cˇetvrt-metrici).
U zadnjem dijelu rada, dan je osvrt na grupu koja se mozˇe uocˇiti na popularnoj slagalici
15-puzzle. Cilj osvrta bio je komparativne prirode pa su tako istaknute neke slicˇnosti u
procesima rjesˇavanja te slagalice i slaganja Rubikove kocke.

Summary
The main objective of this thesis was to represent the mathematical aspects of the popu-
larly known Rubik’s cube. Thereby we elaborated on group theory and analogously on
combinatoric problems tied to Rubik’s cube.
Using the fact that the set of all moves on a Rubik’s cube generates an algebraic struc-
ture of a group, certain structural properties are demonstrated such as associativity, identity,
and invertibility, as well as two basic properties of invertibility which in the context of this
thesis are called properties of opposite moves on the Rubik’s cube. Furthermore, by dis-
playing effects of the conjugate and commutator on the Rubik’s cube as moves which have
assigned cycles as a consequence, complex concepts from group theory are presented with
an intuitive and reasonable approach.
On the issue of combinatorics, the thesis touched upon the number of all possible com-
binations of the Rubik’s cube, as well as the minimum number of moves sufficient for
solving a cube given an arbitrary position. In this case, a parameterized metric was used
indirectly for observing moves on a Rubik’s cube, which demonstrated that defining a move
on the Rubik’s cube as a turn of one of its sides by exactly 90 degrees is only one of the
possible definitions of a move which generally depends on the selection of its metric (In
this case, the selection is of the so-called quarter metric).
In the last chapter, a review was given of the algebraic group which can be derived
from the popular fifteen piece sliding puzzle game. The purpose of this review was of a
comparative nature, and as such certain similarities are highlighted between the processes
of solving the fifteen piece puzzle and Rubik’s cube.
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rizaciji matematike te tokom studija organizira i vodi visˇe matematicˇkih i informaticˇkih
radionica, uglavnom za ucˇenike osnovne i srednje sˇkole.
Na prvoj godini diplomskog studija zaposˇljava se u Nacionalnom centru za vanjsko
vrednovanje obrazovanja, kao strucˇni suradnik na projektu vrednovanja ucˇenicˇkih pos-
tignuc´a iz podrucˇja matematike i prirodoslovlja na medunarodnom natjecanju TIMSS. Iste
godine radi kao demonstrator na Prirodoslovno-matematicˇkom fakultetu, na kolegiju Me-
tricˇki prostori.
Na zadnjoj godini diplomskog studija, sudjeluje u izradi nastavnog plana i program za
privatnu dopunsku nastavu iz matematike, za potrebe otvorenog ucˇilisˇta Algebra. Tokom
iste akademske godine, radi u galeriji Klovic´evi dvori kao vodicˇ na izlozˇbi Volim matema-
tiku.
